Hydropedologie

Prednaska 9

Hydrodynamika pudni vody

nasyceneé, nenasycené
proudeni

rovnice kontinuity, Darcy-
Buckinghamuv zakon,
Richardsova rovnice — formy zapisu,
reseni - numerické modelovani




Nasycené a nenasycené proudeni

voda vypliiuje pfi proudéni vSechny péry a puda je vodou
nasycena, nazyva se proudeni nasycene.

puda je jen z€asti nasycena vodou, vihkost je mensi nez
porovitost, oznaCujeme proudéeni vody jako nenasycene

v obou pfipadech je hnaci silou spad potencialu

pro matematicky popis se pouzivaji zakonitosti potencialniho
proudeni dle mechaniky tekutin s upresneénim nekterych
parametru

prechody mezi nasycenym a nenasycenym prostredim jsou
kontinualni, nasyceneé proudeni je pouze limitnim pripadem
nenasyceneho proudéni (pouze je zde jednoduzsi popis kdyz je
vihkost konstantni)

temer vSechny prirodni procesy proudeni jsou nestacionarni-
transientni, proudéni — tok je promenlivy v Case



Nasycené a nenasycené proudeni

stacionarni proudeni — tedy nepromenlivé v Case se uvazuje
pouze jako zjednoduseni, které se da snadneji resit analyticky

v soucasnosti pri pouziti matematickych numerickych metod neni
tento faktor vyznamny

pro popis proudeni musime sestavit soustavu rovnic
- rovnice kontinuity
- Darcyho (Darcy-Buckinghamuv) zakon

- jejich slouc€enim vznika tzv. Richardsova rovnice proudéni



Rovnice kontinuity

mame elementarni krychli o
objemu v = AxAyAz

v nejobecnegjSim pfipadé muze
voda proudit do elementarniho
objemu krychle jinou rychlosti
(prutokem) nez z krychle ven —
tim se méni objem vody v
Krychli

nadto muzZe dochazet k odbéru
(pfirdstku) vody mimo stény
krychle — odberem pfimo “z
centra” — propad (nebo zdroj) r
— napf. koreny rostlin

odbér
r(X, Y, th)AXAyAZ odtok

a(x, y, z+ Az, t)AxAy

plocha A= AxAy

zasoba pudni
vody

(X, Y, Z,1) AXAyAz

Tt

pfitok  q(x, Y, z,t)AXAy

upraveno z Jury & Horton, 2004



Rovnice kontinuity

rovnice je pak ziskana vypoctem bilance mnozstvi vody béhem
malého intervalu 4t, mezi Casy t a t+4t

rovnice slovné: |I=0+T+R

(I) objem vody vstupujici do krychle béhem 4t

= (O) objemu vody vystupujicimu z krychle béhem 4t
+ (T) pfirustek vody akumulované v krychli béhem a4t

+ (R) objem vody odebrané pfimo z vnitfku krychle béhem 4t



Rovnice kontinuity

oq 06
_|_
0z Ot

zmeéna toku “mezi stranami elementu” + zmeéna vihkosti v Case +
odebrané mnozstvi vody z elementu (propad - r)= 0
(jednorozmérny tvar)

+r =0

obecny trojrozmeérny tvar je pak
0
oq, N q, N 0q, N 00
oX o0y o0z ot

+r=0

kde q, q, g, jsou slozZky vektoru proudeéni vody (prutoku)



Darcy — Buckinghamuv zakon

D.B. zakon je modifikaci Darcyho zakona (q=-K, grad H)
predpoklady:

1. silou umoznujici proudéni v nenasyceném pudnim prostredi je
soucet kapilarniho a gravitacniho potencialu

2. hydraulicka vodivost nenasyceného pudniho prostredi je
funkei vihkosti pudy nebo vihkostniho potencialu

pouzijeme-li funkCni zavislost nenasycene hydraulickeé
vodivosti na saci tlakove vysce h, pro vertikalni proudeni
|ze napsat

o oH 8(h+z):_ oh
g=-K(h) p K (h) p K(h)[aerlj



Richardsova rovnice pro nenasycene proudeéeni

Dosadime-li rovnici kontinuity do Darcy-Buckinghamova zakona,
dostavame tzv. Richardsovu rovnici, podle niz muzeme vypocitat
vlhkost nebo kapilarni saci tlak beéhem neustaleného
nenasyceneého proudéni vody (ev. naopak)

pro jednorozmerne vetrikalni proudeni, pri zanedbani propadu r
00 = g K(h) 8—h+1
ot oz 0z

v tomto tvaru rovnici nelze resit, jelikoz obsahuje dve
nezname promeénné (¢ a h),

toto I1ze vyreSit zavedenim funkce h(€) - retencni kfivka, lze
bud eliminovat &nebo h



Richardsova rovnice - tvary

Jelikoz funkce hydraulické vodivosti K(h) je funkci h a h je
funkci @ — h(6), K |ze napsat primo jako funkci 6.

parcialni derivaci 6_h |ze prepsat podle Kaplanova pravidla

0z

oh(¢) _ dh a6
o0z dé@ oz

kde 6—je sklonem kapilarniho potencialu
Z



Richardsova rovnice — tvary

Kombinaci funkce K(0), pfepisu podle Kaplanova rozvoje
a Darcy-Buckinghamova zakona Ize pak napsat

a=-K(0)4 %~ K(6)=-D(6) %~ K(6)

kde - @ -y
D(H)_K(H)de [L2.T]

se nazyva difuzivita pudni vody — nema nic
spolecného s difuzi jako chemickym Sifenim
latek, jen ma stejny fyzikalni rozmeér



Richardsova rovnice — difuzni tvar

po této transformaci Ize Richardsovu rovnici pro jednorozmeérny
vertikalni pohyb vody prepsat do tzv. difuzniho tvaru

00 0 {D(@)ah}+ oK (0)

ot oz 0z 0z

Tato rovnice je nelinearni parcialni diferencialni rovnici a obecné
feseni ma pouze pomoci numerickych metod, omezené i analyticky

pokud zname funkci hydraulické vodivosti a difuzivity v zavislosti na
pudni vlihkosti, rovnice vyzaduje dvé okrajové podminky (pro
vertikalni proudeéni), téz vyzaduje pocatecni rozdéleni vinkosti v
case 0.

Rovnice nezahrnuje vliv hystereze retencni kfivky h(6).

dh

Z duvodu derivovani —_ ji nelze pouzit pro feSeni nasyceného

déo

proudéni, kde je 6=0.=konst (tj. derivace dle 6 nema smysl)



Richardsova rovnice — kapacitni tvar

rozvojem % puvodni Richardsovy rovnice

at
09 _dooh_\h
ot dh ot ot
kde 40
C(h)=—2=
(h)=—

je specificka vodni kapacita - smérnice retencni krivky,
Richardsova rovnice v kapacitnim tvaru (pro jednorozmérné
vertikalni proudéni) pak je

() - ;Z{K(h)@—z+lﬂ

obdobné jako u difuzniho tvaru, plati Ze rovnice je platna pro
jednoznacny proces zvih€ovani a drenaze (ij. bez hystereze)
je feSitelna i pro nasycené proudeni (C=0)




Zpusoby feSeni proudéni v nenasycené zéné
- pocatecni a okrajové podminky

Aby byla fidici rovnice proudeéni fesitelna, musime ji doplnit
pocateCnimi a okrajovymi podminkami.

Reseni se vétSinou provadi pro konkrétni dasovy Usek (zajmové
obdobi) a prostorovou oblast (oblast proudeni).

POCATECNI PODMINKY

PocateCni podminka udava rozdéleni neznamé funkce (tlakové
vySky h) uvnitf oblasti proudéni na po€atku uvazovaného obdobi.

h(x,0) = h,(x)
kde h,(x) je pole tlakovych vySek pfedepsané v celé oblasti proudéni
v Case t = 0. Alternativne je mozno pouzit podminky

6(x,0) = 0,(x)
kde 6.(x) je pfedepsané pocatecni vihkostni pole.

upraveno z prednasek Vogel, T — Podpovrchova hydrologie



Zpusoby feSeni proudéni v nenasycené zéné
- poCatecni a okrajové podminky
OKRAJOVE PODMINKY

Okrajové podminky definuji interakce popisovaného systému s jeho

"Ny n

okrajovych podminek — tlakova (Dirichletova) a tokova (Neumannova)
Tlakova okrajova podminka - znamy tlak (nebo vlhkost) na hranici I,
h(x,t) =hy(Xx,t) pro xel,

kde hy jsou predepsané hodnoty tlakovych vysek na zvolené cCasti
hranice ',

Tokova okrajova podminka - znamy pfitok nebo odtok (znama rychlost)
vody na hranici ',

ng = —n(K(gradh+ grad z)) = g, (X,t) pro xeIl
n je jednotkova vnejsi normala hranice a qy jsou predepsané hodnoty

pramétu vektoru objemového toku do normaly. Jedna se tedy o tok
kolmo pres hranici oblasti proudeni

upraveno z prednasek Vogel, T — Podpovrchova hydrologie



Zpusoby feSeni proudéni v nenasycené zéné

CELKOVA BILANCE OBJEMU VODY

Globalni rovnice kontinuity

Ridici rovnice proudéni pfedstavuje lokalni bilanci objemu vody v
nekonecné malém objemu poérovitého prostiedi. Celkova bilance vody
uvniti celé oblasti proudéni nebo uvnitf vybranych podoblasti (napf.
pudnich vrstev) je ¢asto cilem feSeni.

Tuto bilanci ziskame integraci lokalni rovnice kontinuity nad temito
oblastmi. Vysledkem integrace je globalni (integralni) rovnice kontinuity
dané oblasti pro zmenu vlhkosti, pritok-odtok a propady-zdroje.

Bilance za Casoveé obdobi

Integraci globalni rovnice kontinuity v Case dostaneme pro danou oblast bilanci
vody za zvolené Casove obdobi (Casovy interval [0,]):

rozdil objemu vody v Casech t>0 a t=0 se rovna vyslednému odtoku pres
hranice oblasti a celkové bilanci propadul se zdroji

upraveno z prednasek Vogel, T — Podpovrchova hydrologie



Zpusoby reseni proudéni v nenasycené zéné
- numerické modely

Pluvodné byla Richardsova rovnice feSena analyticky, oblibenym byl
difuzni tvar, ktery umoznoval analogie s matematickym rfesenim
difuzniho pohybu (Crank, 1957)

Reseni v8ak byla omezena na jednoduché pfipady elementarnich
procesu v homogennim a isotropnim prostfedi z davodu silné
nelinearity Richardsovy rovnice

V soucasnosti se vyuziva matematickeého modelovani

Reseni na poditadich jsou iterativni, v maticovych operacich se
pouzivaji vyspelé matematickeé procedury, tzv. solvery.

Vypodty jsou Casto naroéné na strojovy vykon, z duvodu charakteru
rovnic popisujicich vlhkost je nezbytné volit maly prostorovy krok, {ij.
jemnou diskretizaci — velky pocet konecnych prvku

Casto se pro Ulohy vyuZiva superpoéitadlti a paralelniho feSeni matic



Zpusoby reseni proudéni v nenasycené zéné
- metoda konecnych prvku

Oblast feSeni rovnice se diskretizuje (prostorové a ¢asove deéli) na
konecné velké oblasti (konecné prvky — vhodnéjsSi pro nelinearni
Richardsovu rovnici nebo koneéné diference — ¢asto pro reSeni
Laplaceovy rovnice).

Metoda konecnych elementu (Finite Element Method - FEM) ma
mnoho spoleéného s metodou konecnych diferenci (Finite
Difference Method — FED)

V pfipadé feSeni jednorozmérnych problému obé metody témér
splyvaiji.

Vedle bohatsiho teoretického zazemi je vyhodou FEM snadnost, s
jakou se vyporadava s geometrickou nepravidelnosti hranic

vicerozmérnych oblasti proudéni a s formulaci/lokalizaci okrajovych
podminek, zdroju a propadu.

upraveno z prednasek Vogel, T — Podpovrchova hydrologie
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Zpusoby reseni proudéni v nenasycené zéné
- metoda konec¢nych prvku

Oblast feseni Q se rozdéli na malé podoblasti — elementy Qe, jejichZ hrany
se protinaji v uzlech. Soubor elementu tvofi sit koneénych elementu.

Ridici rovnice, vyzadujici spInéni Richardsovy rovnice v kazdém z
nekone¢né mnoha bodu oblasti proudéni, se nahradi bilanci pfes
konecny pocet bilan¢nich podoblasti.

Neznama funkce tlakové vysky h(x,t) (kde x = (x,z)) se nahradi pfiblizZnym
feSenim, zkonstruovanym jako tzv. linearni kombinace bazovych funkci

pro zajemce vice v predmeétu
Podpovrchova hydrologie — Prof. Vogel

upraveno z prednasek Vogel, T — Podpovrchova hydrologie
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Modelovani v nenasycené zone —
okrajové podminky

R

— nulova rychlost proudéni

konstantni tlakova vyska

konstantni tlakova vySka —

Dirichletova o.p. — infiltrace srazky a transpirace

nulova rychlost proudéni — — volny vytok
Neumannova o.p.

infiltrace, transpirace, volny vytok,
volna drenaz -jsou kombinaci
tlakové a tokové podminky, které
se mezi sebou za urcitych kritérii
“prepinaji’



Vizualizace vysledkl num. modelu S_2D

Typické modelové situace rozdéleni pudniho saciho tlaku v okoli pfikopu

postup €ela zvihéeni béhem sraZky vzestup hladiny béhem srazky
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Modelovani infiltrace do
nenasyceného pudniho prostredi

2D infiltrace do

pressure head (cm) saturation (cm/cm) ,
, S homogenniho
pudniho profilu
axysimetricky
“quasi3D”
pFistup h=-3 cm

tlak. o.p.

min: 1 min: 1

pole tlakovych vysek pole pudni vihkosti R ) -~

oblast
reseni

T~

x velocity (log (cm/s))

Y -

z velocity (log (em/s))

-

q=
tok.
0.p.

oblast modelu
min: 1 20X20 cm

pole horizontalni rychlosti proudéni pole vertikalni rychlosti proudéni 3600 elementfj

min: 1




Rovnice proudéni — nenasycena a
nasycena zona

v nenasycene (resp. promenlivé nasycené — vadozni zone) je nejCasteji
uvazovanym pohybem v klasickych ulohach jednorozmeérny vertikalni
pohyb (na zakladé zkusenosti s infiltraci vody do pudniho profilu).

Obecné se jedna o pohyb trojrozmérny a rovnici kontinuity, Darcy-
Buckinghamuv zakon a i rovnici Richardsovu Ize rozvinout do
trojrozmérného tvaru.

Rovnice pro proudéni v nasycené zéne jsou pouze limitnim pfipadem
rovnice pro proudéni v nenasyceneé zone (tzv. Laplaceovy rovnice), kde
K(0)=K.=konst, 6(h)=06,=konst.

Tyto zény jsou rozdéleny spiSe historicky a z divodu zjednoduseni
popisu, vlivem urcitych specifickych jevu a predpokladu.

Pro fyzikalni popis se vSak jedna o jednolity celek a |lze ho teoreticky
popsat pomoci jedné tfirozmerné Richardsovy rovnice (tzv. Fokker-
Planckovy rovnice) s uvazovanim veskerych moznych zdroju a propadu



Rovnice proudeéni — nasycena zona

pro nasycenou zonu lze rovnéz odvodit rovnici kontinuity a spolu s
Darcyho zakonem ziskat rovnici proudeni, tzv. Laplaceovu rovnici
(limitni zjednoduseny pfipad Richardsovy rovnice)

Darcyho zakon

. oH oH oH
=—-KgradH,t..q, =-K— =-K— (,=-K—
q g J...q Py d, oy q Py

rovnice kontinuity (nestlacitelna kapalina, ustalené proudéni v Case)

0
aqx 4+ qY_I_aCIz :O
oX oy 0z




Meze platnosti Darcyho zakona

Darcyho zakon plati jen v urCitém rozsahu hodnot hydraulického gradientu a rychlosti proudéni

Laminarni proudéni
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J° HYDRAULICKY GRADIENT

upraveno z prednasek Valentova, J - Hydraulika podzemni vody



Dupuitovy postulaty

*Hydraulicka vyska H(x,y,z) je rovna vysce hladiny podzemni vody h(x,y), proudnice jsou
vodorovné pfimky, ekvipotencialy svislice.

dH dh
*Gradient potencialu je dan sklonem hladiny a je po svislici konstantni. d— (x,y,2)= d_ (x,y)
X X

dH

vk 90—k 92__« gng dh
ds ds VX=—Kd, h=h(x)
X

pfi malém uhlu 6 Ize sin 8 = dh/ds nahradit tg 6 = dh/dx
upraveno z prednasek Valentova, J - Hydraulika podzemni vody



Dvourozmerneé proudeni podzemni vody

HYDRAULICKY PRISTUP je takovy ptistup k feseni Gloh proudéni podzemni vody, kdy zanedbavame
vertikalni slozky proudéni a pfedpokladame, Ze proudéni ma pfevazné vodorovny smér.

upraveno z prednasek Valentova, J - Hydraulika podzemni vody



Rovnice proudéni — nasycena zéna

ziskame spojenim rovnice kontinuity, Darcyho zakona a uplatnénim Dupuitovych postulatt pro

dvourozmeérné proudeéni lze psat.

»pro homogenni izotropni prostredi:

K=konst.

»pro nehomogenni izotropni prostredi:

K=fce(x,y,z)

»pro nehomogenni neizotropni prostredi:

K, y-=fce(x,y.z)

»pro ustalené proudéni v homogennim izotropnim prostredi:

kde S je specificka storativita —
zasobnost, v rovnici je zdrojem
nebo propadem

2 2
LG SO_
ox> 0y’

0 KaH +8 K&H SO(’B_H
0 X 0 X oy oy ot

Ok M), 2 g M) _gH
0 X 0 X oy oy ot

o°H  6°H
+

=0
ox> 0y°

upraveno z prednasek Valentova, J - Hydraulika podzemni vody



Hydraulika podzemni vody — numerické metody
Aplikace modelu proudéni v nasycené zéne

upraveno z prednasek Valentova, J - Hydraulika podzemni vody
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